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Prefazione

Questo testo ¢ un’introduzione alla geometria differenziale delle curve e delle
superfici del piano e dello spazio euclideo. E pensato per chi ha gia visto un
corso di analisi in piu variabili e di algebra lineare e vuole capire che cosa
significa misurare la «curvatura» di un oggetto, come si calcola e perché i
teoremi fondamentali sono veri.

Come & organizzato. Il Capitolo 0 raccoglie gli strumenti di analisi e di
algebra lineare necessari. I Capitoli 1 e 2 trattano le curve (nel piano e nello
spazio), i Capitoli 3 e 4 le superfici regolari e la loro curvatura, il Capi-
tolo 5 la geometria intrinseca (geodetiche e Teorema Egregium di Gauss) e il
Capitolo 6 il teorema di Gauss—Bonnet, che lega la curvatura alla topologia.

Come si legge. Ogni capitolo alterna spiegazioni, esempi svolti e figure. 1
riquadri hanno un ruolo preciso:

Definizione

fissa il significato di una parola o di un oggetto.

Teorema / Proposizione

un risultato; segue di norma la dimostrazione.

un calcolo completo, da rifare con carta e penna.

Per capire

I'idea dietro la formula, senza tecnicismi.

Attenzione

un errore frequente o una convenzione di segno.

Rigore. Ogni enunciato ¢ dimostrato, oppure ¢ indicato esplicitamente come
«enunciato senza dimostrazioney» (con un riferimento) o come «traccia della
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dimostrazione». Si lavora con curve e superfici di classe C'°°, per non appe-
santire le ipotesi; molti risultati richiedono meno regolarita.

Gli esercizi sono alla fine di ogni capitolo, con tre livelli di difficolta (e base,
ee medio, e @ @ impegnativo). Gli esercizi segnati con > hanno la soluzione
alla fine del volume: provate sempre prima da soli.

Letture comnsigliate. M. P. do Carmo, Differential Geometry of Curves
and Surfaces; A. Pressley, Elementary Differential Geometry; M. Abate e
F. Tovena, Curve e superfici; W. Kiithnel, Differential Geometry: Curves —
Surfaces — Manifolds. Dove una formula o una convenzione e presa da questi
testi lo si dice nel testo.
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Strumenti preliminari

Questo capitolo non e da leggere tutto d’'un fiato: serve da riferimento. Si
fissano le notazioni e si ricordano, spesso con la dimostrazione, i fatti che

useremo piu volte.

0.1 Vettori, prodotto scalare e prodotto vettoriale

In R™ indichiamo con (a,b) = > a,;b; il prodotto scalare e con |a| = /(a,a)
la norma. Vale la disuguaglianza di Cauchy—Schwarz [(a,b)| < |a||b].
L’angolo 6 € [0, 7] tra due vettori non nulli ¢ definito da (a,b) = |la||b] cos 6.

In R? il prodotto wettoriale a x b & I'unico vettore tale che (a x b,c) =
det(a,b,c) per ogni ¢, dove det(a,b,c) ¢ il determinante della matrice di
colonne a, b, c. Dalle proprieta del determinante seguono:

(a) a x b ¢ bilineare e antisimmetrico: b X a = —a X b;
(b) a x b & ortogonale sia ad a sia a b (perché det(a,b,a) = det(a,b,b) = 0);

(c) vale V'identita di Lagrange
la x b]* = [al|b]* — (a, b)?, (0.1)

quindi |a x b = |all||b] sin® & larea del parallelogramma di lati a, b; in
particolare a x b = 0 se e solo se a e b sono linearmente dipendenti;

(d) ax (bxc)=0b(a,c)—c(a,b).
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Per capire }

La condizione «a, b linearmente indipendenti» si traduce in ||a x b|| # 0,
ossia in [a]?|b|? — (a,b)? > 0. Useremo questa forma per le superfici:
vedremo che EG — F? > 0 ¢ esattamente la condizione di indipendenza
dei vettori tangenti coordinati.

0.2 Funzioni vettoriali di una variabile

Se f,g: I — R™ sono derivabili (I intervallo) e A\: I — R ¢ derivabile, valgono

(fr9) = 9+(F9), N =NIHAS (Fxg) = xg+fxy

(Pultima solo per n = 3). Segue un fatto usato continuamente:

Proposizione 0.1: Vettori di norma costante

Se | f(t)|| é costante, allora (f, f) = 0: la derivata é ortogonale al vettore.

Dimostrazione. Derivando (f, f) = cost si ottiene 2(f, f') = 0. |

0.3 Differenziale e funzione inversa

Una funzione F': U C R™ — R™ (U aperto) ¢ differenziabile (di classe C*°)
se tutte le sue derivate parziali di ogni ordine esistono e sono continue. Il
suo differenziale in q ¢ l'applicazione lineare dF, : R™ — R™ rappresentata
dalla matrice jacobiana (OF;/0x;)(q). Ricordiamo senza dimostrazione tre
teoremi di analisi:

Teorema 0.2: della funzione inversa

Se F': U C R" — R™ ¢ differenziabile e dF, ¢ invertibile, esistono intorni
aperti V.5 q e W 3 F(q) tali che F|,,: V. — W é biunivoca con inversa
differenziabile.
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Teorema 0.3: della funzione implicita

Sia f: W C R® — R differenziabile e f(p) = a con Vf(p) # 0, ad
esempio Of /0z(p) # 0. Allora in un intorno di p linsieme {f = a} é il
grafico z = h(xz,y) di una funzione differenziabile h.

Teorema 0.4: di Schwarz

Se F ¢ di classe C?, le derivate seconde miste coincidono: 0,0,F =

0,0, F.

0.4 Integrali e teorema di Green

Se h: Q" — @ & un diffeomorfismo tra aperti di R? con jacobiano J,, vale
la formula di cambio di variabili fo pdudv = [[,(¢oh)|det J,|du'dv’. 11
teorema di Green afferma che, se R C R? & una regione limitata con bordo
OR unione di curve regolari a tratti, orientato in modo che R stia a sinistra,
e P, Q sono differenziabili, allora

7{ Pdu+de—// @—8—]3 du dv.

0.5 Sistemi lineari di equazioni differenziali

Teorema 0.5: di esistenza e unicita lineare

Sia A: I — RF* continua su un intervallo I, so € I e y, € RF. 1
problema di Cauchy y'(s) = A(s) y(s), y(sy) = Yo, ha un’unica soluzione
definita su tutto I, e la soluzione é differenziabile quanto lo é A.

Questo teorema (nella versione per sistemi lineari ¢ conseguenza del teorema
di Picard—Lindel6f) ¢ la chiave delle dimostrazioni dei teoremi fondamentali
per le curve (Capitoli 1 e 2). Lo stesso enunciato vale per equazioni in matrici
Y’ = A(s)Y, pensando le entrate di Y come incognite.



4 0 Strumenti preliminari

0.6 Isometrie dello spazio

Una isometria di R™ € una funzione z +— Mx + b con M matrice ortogonale
(MT™M =1d) e b € R". Si dice propria se det M = 1 (rotazione piu trasla-
zione): non cambia 'orientazione. Le isometrie conservano distanze, angoli
e lunghezze; se sono proprie conservano anche il segno del determinante
di una terna di vettori. Due curve si dicono congruenti se differiscono per
un’isometria propria.



Curve piane

Una curva ¢, intuitivamente, il percorso di un punto che si muove. La geome-
tria differenziale studia questi percorsi con gli strumenti del calcolo: velocita,
accelerazione e, soprattutto, quanto una curva si piega. In questo capitolo ci
limitiamo al piano R?, dove tutto si puo disegnare e dove compare gia ’idea
centrale dell’intero libro: la curvatura misura la rapidita con cui cambia la
direzione della tangente.

1.1 Curve parametrizzate regolari

Definizione 1.1: Curva parametrizzata regolare

Una curva parametrizzata ¢ un’applicazione differenziabile ac: I — R™,
con I C R un intervallo. Il vettore o/(t) ¢ il vettore velocita, |/ (t)|

la wvelocita scalare. La curva & regolare se o'(t) # 0 per ogni t € I.
L’immagine «([I) si chiama traccia.

Una curva e la sua traccia sono cose diverse: la stessa traccia (per esempio
una circonferenza) si puo percorrere in molti modi, piti 0 meno velocemente,
una o piu volte. La regolarita serve a garantire che in ogni punto sia definita
una retta tangente, di direzione o' (t).

Esempio 1.2: Tre curve

(a) a(t) = (Rcost, Rsint), t € R, & la circonferenza di raggio R: o’ =
(—Rsint, Rcost) ha norma R, & regolare.
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(b) «a(t) = (acost,bsint) con a > b > 0 e l'ellisse di semiassi a, b; ancora
o’ # 0 perché sint e cost non si annullano insieme.
(c) a(t) = (t2,t%) non & regolare in t = 0, dove o/ (0) = (0,0): la traccia

)
ha una cuspide nell’origine.

Esempio 1.3: La cicloide

Una ruota di raggio r rotola senza strisciare sull’asse x; un punto della

circonferenza descrive la cicloide
a(t) = (r(t —sint), r(1 —cost)), teR.

Si ha o'(t) = r(1 — cost, sint), che si annulla esattamente per t = 2k
nei punti in cui il punto tocca terra la curva ha una cuspide (Figura 1.1).
Poiché (1 —cost)? +sin’t = 2 — 2cost = 4sin’(t/2), la velocita scalare

& o/ ()] = 2rlsin(t/2)].

ruota

0 2mr 47r

Figura 1.1. La cicloide (r = 1). Nei punti di contatto con 'asse, &’ = 0 e la curva
ha una cuspide.

1.2 Lunghezza e parametro d’arco

Definizione 1.4: Lunghezza

La lunghezza della curva a: [a,b] = R™ & L(a) = fab||a'(t) | dt.

(Si arriva a questa formula approssimando la curva con poligonali inscritte;
vedi do Carmo, §1-3.) Per I’esempio della cicloide, per ¢t € [0, 27] (un arco),

L= [ 2rsin(t/2)dt = 8.
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La lunghezza € una proprieta della traccia percorsa, non di come la per-
corriamo. Per esprimerlo conviene cambiare parametro. Una riparametrizza-
zione di « € la curva 8 = aoh, dove h: J — I & un diffeomorfismo con A’ > 0
(si conserva il verso di percorrenza). Allora 3’ (u) = h'(u) &’ (h(u)), quindi g
e regolare se e solo se lo € a, e

h(d)

d d
/ 16 (w)] du = / o ()] 1 (ur) du = / Jo/ (B)] .

h(c)

cioé la lunghezza non cambia (& il teorema di cambio di variabile in una

dimensione).

Definizione 1.5: Parametro d’arco |

Una curva regolare ¢ parametrizzata per lunghezza d’arco se |o/(s)| =1
per ogni s.

Proposizione 1.6: Esistenza del parametro d’arco

Ogni curva regolare «: I — R™ ammette una riparametrizzazione per
lunghezza d’arco.

Dimostrazione. Fissato t, € I poniamo s(t) = j;z o (7)||d7. Per il teorema
fondamentale del calcolo s ¢ differenziabile (ricordiamo che o ¢ C* e o’ # 0,
dunque ||/ = /(& ,a’) € C) con s'(t) = |a'(¢t)|] > 0. Quindi s & un
diffeomorfismo da I su un intervallo J. Posto 8 = aos™': J — R", si ha

, o, dt B o’ (t)
) =) g = o]

Per capire

Parametrizzare per lunghezza d’arco significa percorrere la curva a velo-

, che ha norma 1. |

cita costante 1: il parametro ¢ lo spazio percorso, come il contachilometri
di un’auto. Cosi le proprieta del percorso (curvatura, torsione) non si
confondono con quelle del modo di percorrerlo. In pratica, quasi mai si
riesce a scrivere s~ in forma esplicita (gia per l'ellisse servono integrali
ellittici): per questo daremo anche le formule valide per un parametro
qualunque.
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Per una curva parametrizzata per lunghezza d’arco indicheremo la derivata
con o/ (s) =T(s), il vettore tangente unitario.

1.3 Curvatura di una curva piana

Sia J: R? — R? la rotazione di +90°: J(x,y) = (—y,z). Sia a una curva
piana parametrizzata per lunghezza d’arco, T = o’ ¢ N = JT il vettore
normale (ruotato a sinistra di T'). La coppia (T, N) € una base ortonormale
positiva, il riferimento di Frenet della curva.

Poiché |T'| = 1, la Proposizione 0.1 da (T",T) = 0, dunque 7" ¢ parallelo a
N.

Definizione 1.7: Curvatura (con segno) }

La funzione k: I — R definita da 7"(s) = k(s) N(s), ossia k = (T",N) =
(”, Ja’), & la curvatura di o Il numero p = 1/|k| (se k # 0) ¢ il raggio
di curvatura.

Derivando (N,T) = 0 e (N,N) = 1 si ottiene (N',T) = —(N,T’") = —k ¢
(N’,N) = 0. Si ottengono cosi le equazioni di Frenet del piano:

T’ = kN, N = —kT. (1.1)

Per capire }

k ¢ la welocita angolare della tangente: se scriviamo T(s) =
(cosf(s),sinf(s)), allora T = 6'(—sinf,cosf) = O0’'N, cioe Kk = 6.
Una curva con k > 0 gira a sinistra, con k < 0 a destra, con k = 0 va
dritta.

Il segno di x dipende dal verso di percorrenza: se percorriamo la curva

al contrario, ' e N cambiano segno e x cambia segno. Solo |k| ¢ una
proprieta della traccia. Anche una riflessione del piano cambia il segno
di .

Spesso la curva e data in una parametrizzazione qualunque. Scriviamo v =
|| =ds/dt e T = a/v.
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centro

S

cerchio osculatore ( ratteggiglto), raggio 1/k

Figura 1.2. Riferimento di Frenet (7', N) su un’ellisse e cerchio osculatore nel
punto indicato. Il centro & oo + N /k.

Proposizione 1.8: Curvatura in un parametro qualunque }

Se a(t) = (z(t),y(t)) é regolare, la sua curvatura (con segno) é
w/y// _ y/x// B det<a/7al/>

@y 1T

k(t) =

f//

In particolare, per il grafico y = f(x) (parametro x): k = W

dT
Dimostrazione. Da o’ = vT segue o’ = v'T + v pr v'T + v2&N, dove
abbiamo usato dT'/dt = vdT /ds = veN. Quindi det(a’, o) = det(vT, v'T+
v’kN) = v3*xdet(T, N) = v3k, perché det(T,T) = 0 e det(T, N) = 1. [ |

Esempio 1.9: Curvatura di cerchio, ellisse, cicloide |

(a) Circonferenza di raggio R (antioraria): 'y’ — y'z” = R% v = R,
quindi K = 1/R costante.
(b) Ellisse (acost,bsint): 2y’ —y'z” = ab e v2 = a2sin’t + b% cos®t,

quindi
ab

(a?sin’®t + b2 cos? )3/2

k(t) =
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Ai vertici t = 0 vale a/b? (raggio di curvatura b?/a); in t = 7/2 vale
b/a?.
(c) Cicloide (¢t ¢ 2nZ): 2'y” — y'z” = r2(cost — 1) = —2r2sin*(¢/2) e

v® = 8r3|sin(¢/2)|3, quindi kK = per t € (0,27). Il raggio

1
 4rsin(t/2)
di curvatura nel punto piu alto (¢t = 7) & 4r e per t — 0" la curvatura
diverge: la cuspide.

1.4 |1l teorema fondamentale delle curve piane

La curvatura determina la curva? In un senso molto preciso si: ¢ 'unico
«dato» necessario, a meno di movimenti rigidi.

Teorema 1.10: Fondamentale delle curve piane |

Sia k: I — R differenziabile e s, € I. Esiste una curva a: I — R? para-

metrizzata per lunghezza d’arco con curvatura k. Inoltre, se B & un’altra

curva con la stessa proprietd, esiste un’isometria propria ® di R? con
b=®oq.

.

Dimostrazione. Esistenza. Poniamo 6(s) = f: k(u)du e
0

als) = ( / ) cos O(w) du, / sin 6 (u) du).

0

Allora o’ = (cos#,sinf) ha norma 1 e a” = §’(—sin6,cosf) = k Ja', ossia

la curvatura di « ¢ k.

Unicita. Siano F,, = (T, | N,) e Fjs le matrici 2 x 2 che hanno per colonne

i riferimenti di Frenet. Per (1.1), entrambe risolvono Y’ = YK con K =
0 —r
Kk 0

1 (le due basi sono ortonormali e positive). Anche MF, risolve Y’ = YK e

. Sia M = Fp(sq)F,(sy)""': & una matrice ortogonale con det M =

ha lo stesso valore iniziale di Fjg; per I'unicita (Teorema 0.5, applicato alle
trasposte) Iy = MF,. In particolare 3° = Ty = MT, = (Ma)’, dunque
8 = Ma + b per un vettore costante b. |
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Proposizione 1.11: Curvatura costante

Una curva piana parametrizzata per lunghezza d’arco con k = 0 é un
segmento di retta; con k = ky #+ 0 é un arco di circonferenza di raggio

1/]fol-

Dimostrazione. 1l cerchio (R cos(s/R), Rsin(s/R)) ha curvatura 1/R (Esem-
pio 1.9); la retta a(s) = p + sv con |v| = 1 ha a” = 0. Per 'unicita del
Teorema 1.10 (e se kg < 0 si percorre il cerchio al contrario) non ce ne sono
altre. [

1.5 Cerchio osculatore ed evoluta

Sia k(sy) # 0. 11 centro di curvatura & C' = «a(sy) + N(sq) e il cerchio

1
K(50) .
osculatore ¢ la circonferenza di centro C' e raggio 1/|x(sy)| (Figura 1.2). E,
fra tutti i cerchi, quello che «meglio» approssima la curva in «(s):

Proposizione 1.12: Contatto del secondo ordine

Sia g(s) = [a(s) — CI* — k(se) 2. Allora g(sp) = g'(s0) = 9" (s9) = 0.

Dimostrazione. Per costruzione a(sy)—C = —N(s,)/k(sq), quindi g(s,) = 0.
Poi ¢ = 2(T,a« — C), che in s, vale —=2(T', N)/k = 0; infine ¢” = 2(T", a0 —
C)+2(T,T) =2rk(N,a — C) + 2, che in s, vale 2k - (—1/k) +2 = 0. [

Un cerchio qualunque passante per a(s,) ha in generale ¢ = ¢’ = 0 solo
se ¢ tangente alla curva; il cerchio osculatore guadagna un ordine in piu.
Calcolando un passo oltre si trova g”(sy) = —2k'(sy)/k(sy): dove K" # 0
il cerchio osculatore attraversa la curva (come si vede nella Figura 1.2), ai
vertici £ = 0 no.

Il luogo dei centri di curvatura, 5(s) = a(s) + N(s)/k(s), si chiama evoluta
di a (Esercizio 1.8).



12 1 Curve piane

1.6 Curve chiuse e indice di rotazione

Una curva a: R — R? parametrizzata per lunghezza d’arco ¢ chiusa di lun-
ghezza L > 0 se a(s + L) = a(s) per ogni s (e L ¢ il piu piccolo con
questa proprietd); ¢ semplice se « ¢ iniettiva su [0, L). Scriviamo T'(s) =
(cosf(s),sinf(s)) con @ differenziabile (esiste: 0(s) = 6, + fos k, come nella
dimostrazione del Teorema 1.10). Poiché T'(L) = T'(0), la differenza (L) —
6(0) & un multiplo intero di 27.

Definizione 1.13: Indice di rotazione

L’indice di rotazione di una curva chiusa € l’intero

‘ 1 [F (L) — 6(0)
i« k(s)ds = ————2 € 7.
(a) / (5) e

Z% 2T

.

B il numero di giri che compie la tangente mentre percorriamo la curva una
volta (Figura 1.3). Il risultato seguente, di Heinz Hopf (1935), ¢ il primo
esempio di legame fra geometria locale (curvatura) e topologia (forma glo-
bale).

Teorema 1.14: Umlaufsatz di Hopf

Una curva piana chiusa e semplice, percorsa in senso antiorario, ha
Tt . . . L
indice di rotazione +1; cioé fo kds = 2.

Ne omettiamo la dimostrazione (la si trova in do Carmo, §5-7, o in Pres-
sley, §3.3): & I'unico risultato del capitolo che non dimostriamo. Che I'ipotesi
«semplice» sia necessaria si vede dalla Figura 1.3: la lemniscata ha indice 0,
il limagon con cappio interno ha indice 2.

In sintesi

e Una curva regolare si pud parametrizzare per lunghezza d’arco:
la’|| = 1.
e InR%: T = kN, N = —kT, con k = det(a’,a”)/|c/|? in un para-

metro qualunque.

o La curvatura determina la curva a meno di isometrie proprie (Teo-
rema 1.10); k costante = cerchio o retta.




1.7 Esercizi 13

i =1 (cerchio) i =0 (a otto) i = 2 (limagon)

Figura 1.3. Tre curve chiuse con indice di rotazione 1, 0 e 2. Le prime e 'ultima
mostrano che l'indice conta i giri della tangente, non i giri attorno a un punto.

o Per curve chiuse [kds =2mi, e i =1 se la curva & semplice (Hopf).

1.7 Esercizi

Esercizio 1.1: o S |

Calcolare la curvatura della parabola y = 22 nel punto di ascissa x.
Determinare il centro e il raggio del cerchio osculatore nel vertice.

Esercizio 1.2: ¢ S |

Verificare che 'arco di cicloide ¢ € [0,27] ha lunghezza 8r e che 'area
compresa tra l’arco e l'asse = & 37r2.

Esercizio 1.3: e °

Per lellisse (acost,bsint) con a > b, mostrare che la curvatura ha
massimo a/b? nei punti (+a,0) e minimo b/a? nei punti (0, +b).

Si consideri la catenaria «(t) = (t,cosht). Mostrare che, scegliendo il
parametro d’arco con s(0) = 0, si ha s = sinh¢, e che la curvatura in
funzione di s & k(s) = 1/(1 + s?).
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s |

Esercizio 1.5: ee

La spirale logaritmica & a(t) = e*(cost,sint) con a > 0. Mostrare che

[o/| = V1+a2e™, che k = 1/(V/1+ a?e), e che la lunghezza del
tratto t € (—o0,0] ¢ finita, uguale a V1 + a?/a, benché la curva giri
infinite volte attorno all’origine.

Esercizio 1.6: ee ° }

Una curva in coordinate polari » = () si parametrizza con «(f) =
7(6)(cos @, sin f). Mostrare che

B r2 422 —pp”
- (r2 + 7“’2)3/2

Esercizio 1.7: ee ° }

Sia « una curva regolare piana tale che tutte le rette normali passino
per uno stesso punto p. Dimostrare che la traccia di a € contenuta in
una circonferenza di centro p.

Esercizio 1.8: ee S }

Sia « parametrizzata per lunghezza d’arco con k # 0 e § = a+ N/k
la sua evoluta. Mostrare che 8’ = —(x’/k?) N: dove £’ # 0, la tangente
all’evoluta e la normale alla curva. Dedurre che ’evoluta della parabola
y=a%e B(z) = (—423, 32% + ).

Esercizio 1.9: ee S |

Calcolare l'indice di rotazione del limagon » = 1 + 2cos#é, 6 € [0, 27]
usando I’Esercizio 1.6, e quello della curva (cost,sintcost).

Esercizio 1.10: see S |

Sia a parametrizzata per lunghezza d’arco, con K > 0 e k” > 0 su [sq, 5.
Siano Dy, D, i dischi (chiusi) osculatori in s; e s,. Mostrare che Dy C D,
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(teorema di Tait—Kneser nel caso locale). Suggerimento: la distanza fra
i centri non supera la lunghezza dell’arco di evoluta che li congiunge
(Esercizio 1.8).



Curve nello spazio

Nello spazio una curva puo piegarsi in due modi indipendenti: pud curvare
(cambiare direzione) e puod torcersi (uscire dal piano su cui sta curvando,
come fa una vite). Le due quantita, curvatura e torsione, determinano la
curva a meno di movimenti rigidi.

2.1 Riferimento di Frenet e torsione

Sia a: I — R® parametrizzata per lunghezza d’arco e T = o’. Come nel
piano, (I”",T) = 0. Definiamo la curvatura k = |T’| > 0. D’ora in poi
supponiamo x > 0 ovunque (la curva & biregolare); allora

’

N = — (normale principale), B =T x N (binormale)
K

formano insieme a T una base ortonormale positiva (7', N, B): ¢ il riferimento
di Frenet. Per costruzione 7" = kN.

Proposizione 2.1: Equazioni di Frenet—Serret

Esiste una funzione differenziabile T, detta torsione, tale che

T = kN, N’ = —kT + 7B, B’ =—7N. (2.1)

Dimostrazione. Poiché (T, N, B) & una base ortonormale, B’ & determinato
dai tre prodotti scalari (B’,T), (B’,N), (B’,B). Si ha (B’, B) = 0 (norma

costante) e (B’,T) = —(B,T") = —k(B,N) = 0. Quindi B’ ¢ parallelo
a N: definiamo 7 da B = —7N, cio¢ 7 = —(B’,N). Poi (N’,N) = 0,
<N/7T>:_<N7T,>:_K‘a <NI,B>:_<NaB,>:T' u

16
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In forma matriciale, se F' = (T'| N' | B) ¢ la matrice 3 x 3 con queste colonne,

0 —k O
F' =FK, K=|x 0 —|, K'=-K. (2.2)
0 7 0

Per capire

k misura quanto T ruota verso N; T misura quanto il piano (7', N) ruota
attorno a 7', cioe quanto B si inclina. Se 7 = 0 il piano non ruota: la
curva sta in un piano (Proposizione 2.2). Il segno di 7 distingue le eliche
destrorse (7 > 0) da quelle sinistrorse (7 < 0): & una proprieta che non
cambia se si inverte il verso di percorrenza (Esercizio 2.1), ma cambia
con una riflessione dello spazio.

I tre piani coordinati del riferimento hanno un nome: il piano (T, N) ¢ il
piano osculatore, (N, B) il piano normale, (T, B) il piano rettificante.

Proposizione 2.2: Curve piane

Una curva biregolare é contenuta in un piano se e solo se T = 0.

Dimostrazione. Se 7 = 0, allora B’ = 0, quindi B ¢ un vettore costante.
d

Poiché —(a, B) = (T, B) = 0, la funzione (o, B) & costante: la curva giace

nel piano {z : (z, B) = cost}. Viceversa, se a giace in un piano di normale

unitaria u, allora (T',u) = 0 e, derivando, (N,u) = 0; quindi v = +B &

costante e B = 0. [ |

2.2 Formule in un parametro qualunque

Proposizione 2.3: Curvatura e torsione

Se a & una curva regolare qualunque con o’ x o’ # 0, allora

B “a/ X &//H B det(O/,Oz”,O/”)
Je/ R
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Figura 2.1. Elica circolare con il riferimento di Frenet (T, N, B). N punta sempre
verso l’asse, B ¢ inclinato.

Dimostrazione. Siav = |a/| e’ la derivata in t; ricordiamo che d/dt = v d/ds.
Da o’ = vT si ottiene

o’ =v'T +v’kN, a” = (v —v3H)T 4 (3vv'k + 3k )N + v3 K7 B,
dove k' & derivata rispetto a s e abbiamo usato (2.1). Le componenti su T’
e N di o” non serviranno. Ora o’ x o = vT x (v'T + v*kN) = v*kB, da
cui o' x | = v*k (e kK > 0). Infine det(a/,a”,a”) = (¢’ x a”,a”) =

vk - v kT = K210 =7’ x 7|2 [

Esempio 2.4: L’elica circolare

Sia a(t) = (acost, asint, bt) con a > 0, b # 0. Poniamo ¢ =
Vva? + b2 Allora o' = (—asint,acost,b), a” = (—acost,—asint,0),
?)

a” = (asint,—acost,0), |&'| = ce a’ x a” = (absint, —abcost, a
di norma a c. Inoltre det(a’,a”,a”) = a%b. Dunque
a b
= ——— = =
a? 4 b%’ a? 4+ b%’

entrambe costanti. Per b = 0 si ritrova la circonferenza (k = 1/a, 7 = 0).
Il rapporto 7/k = b/a misura quanto ¢ «ripida» la vite.
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Esempio 2.5: La cubica gobba

( ) = (t,t%,t%) ha o/ = (1,2t,3t?), o = (0,2,6t), «” = (0,0,6), e
o’ xa/ :( ,—6t,2). Int =0: k =2e7 =det(a/,a”,a”)/|a’ xa"|* =
12/4 = 3. (In generale 7(t) = 3/(1 + 9t% + 9t*): Esercizio 2.2.)

2.3 Il teorema fondamentale delle curve nello spazio

Teorema 2.6: Fondamentale delle curve nello spazio

Siano k > 0 e T funzioni differenziabili su un intervallo I. Esiste una
curva o: I — R3 parametrizzata per lunghezza d’arco con curvatura

Kk e torsione 7. Se B é un’altra curva con le stesse proprieta, esiste
un’isometria propria ® di R? con = ® o a.

Dimostrazione. Esistenza. Fissiamo s, € I. Per il Teorema 0.5 il problema
F' = FK, F(sy) = Id (con K come in (2.2)) ha un’unica soluzione su
tutto /. Mostriamo che F(s) & sempre ortogonale con determinante 1. Sia
G =FTF. Allora G’ = KTF'F + FITFK = ~KG + GK. Anche la matrice
costante Id risolve G’ = GK — KG e G(s,) = Id; per unicita G = Id, cioé
FTF =1d. Allora det F = +1, & continuo e vale 1 in sy, quindi det F = 1.
Siano T', N, B le colonne di F e a(s) = fs T(u)du. Allora o = T ha norma
1,0” =T’ = kN, quindi la curvatura &K > 0 con normale N; la binormale &
T x N = B (perché F € SO(3)) e la terza equazione di (2.2) dice B = —7N,
cioe la torsione & 7.

Unicita. Siano F,, Fy i riferimenti di Frenet delle due curve: entrambi risol-
vono Y’ = YK. Sia M = Fy(sy)F,(sy) ", matrice ortogonale con det M = 1.
Poiché MF,, risolve la stessa equazione con lo stesso valore iniziale, Fjy =
MF,. Allora 8’ =Tg = MT, = (Ma) e 8 = Ma+b. [

Proposizione 2.7: Curve a curvatura e torsione costanti

Se k> 0 e T sono costanti, la curva é (a meno di isometrie proprie)
Uelica circolare a(t) = (acost,asint, bt), riparametrizzata per lunghezza
d’arco, con a = k/(K* +72%) e b=1/(k* + T2).
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Dimostrazione. Con tali a,b 'Esempio 2.4 da k., = a/(a® + b?); poiché
a?+b% = (k2 +712)/(k? + 72)% = 1/(K* 4+ 72) si ottiene k, e analogamente 7.
Si conclude con 'unicita del Teorema 2.6. |

2.4 Eliche generalizzate

Proposizione 2.8: Teorema di Lancret

Sia « biregolare. La tangente T' forma un angolo costante con una dire-
zione fissa u se e solo se T/k € costante.

Dimostrazione. (=) Sia u unitario con (T',u) = cos costante. Derivando,
K(N,u) = 0, quindi (N,u) =0 e u = coseT + BB con 8 = (B,u). Deri-
vando (N,u) = 0: —r(T,u) + 7(B,u) = 0, cioé 70 = K cos . Se fosse f =0
si avrebbe cosp = +1, T = +u costante e Kk = 0: assurdo. Quindi g # 0
ed ¢ costante (da cos®¢ + 32 = 1 e continuitd); 7/k = cos /S ¢ costante.
(<) Sia 7/k = cotp con ¢ € (0,7) e uw = cospT + sinp B. Allora v =
(kcosp—Tsinp)N = 0, quindi u € un vettore costante e (T',u) = cosp. N

2.5 Sviluppo locale della curva

Per capire geometricamente x e 7, sviluppiamo « in serie di Taylor in s, = 0
usando le equazioni di Frenet: o/ =T, o” = kN, o = k'N + k(—kT + 7B).
Quindi

als)—a(0) = (s— )T+ (57 + 52 )N + =22 Bhofs?),  (23)

con T, N, B, k,7 calcolati in 0. Alla luce di (2.3): la proiezione sul piano
osculatore e, al secondo ordine, una parabola n = gtz; la componente lungo
B e %53, che cambia segno con s: se 7 # 0 la curva attraversa il piano

osculatore.

o Per k > 0: riferimento (T',N,B) con T’ = kN, N’ = —xT + 7B,
B’ =—7N.

o k= xa”|/||3, T=det(c,a”,a”)/|a’ xa”|? in un parametro
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qualunque.
e 7 =0 se e solo se la curva ¢ piana; x, T costanti se e solo se ¢ un’elica
circolare.

e (k,7) determinano la curva a meno di isometrie proprie
(Teorema 2.6).

2.6 Esercizi

Esercizio 2.1: o 5 |

Sia &(s) = a(—s) la curva percorsa in senso opposto. Mostrare che
R(s) = k(—s) e T(s) = 7(—s). Come cambiano N e B? E se si riflette o
rispetto al piano z = 07

2v1 + 92 + 9¢*
(§]
(1 + 412 + 9t4)3/2

Per la cubica gobba (t,t2,3) mostrare che x(t) =

T(t) = —3
14912+ 947

Calcolare curvatura e torsione di a(t) = e'(cost,sint, 1) e verificare che

7/k € costante. Che angolo forma 7" con 'asse 27

Dedurre (2.3) dalle equazioni di Frenet. Se k # 0, 7 # 0, in s = 0, descri-
vere la forma delle proiezioni della curva sul piano osculatore, rettificante

e normale.
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$

Sia « parametrizzata per lunghezza d’arco, con k > 0, 7 # 0, contenuta
in una sfera di raggio R e centro c¢. Mostrare che

() e

K T

Esercizio 2.6: ee |

Per l'elica (acost,asint,bt) determinare I’angolo ¢ fra T e l'asse z in

funzione di a, b e verificare il Teorema di Lancret.




Superfici regolari e prima forma
fondamentale

Una superficie ¢, localmente, un pezzo di piano deformato. Le curve si descri-
vono con un parametro; per le superfici ne servono due. In questo capitolo
diciamo che cosa significa «superficie lisciay, definiamo il piano tangente e
introduciamo la prima forma fondamentale, lo strumento con cui un abitante
della superficie misura lunghezze, angoli e aree senza uscire da essa.

3.1 Superfici regolari

Definizione 3.1: Superficie regolare

Un sottoinsieme S C R? & una superficie regolare se per ogni p € S

esistono un aperto U C R?, un intorno V di p in R® e un’applicazione

X:U — VNS tali che:

(a) X e differenziabile (di classe C°);

(b) X ¢ un omeomorfismo su V' NS (& biunivoca, continua, con inversa
continua);

(c) per ogni g € U il differenziale d X ¢ R? — R3 ¢ iniettivo, cioe i vettori
X, (q) e X,(q) sono linearmente indipendenti.

X si dice parametrizzazione (o carta locale) di S attorno a p.

La condizione (3) & I’analogo della regolarita delle curve: serve ad avere un
piano tangente. La (2) esclude, per esempio, le superfici che si auto-interse-

23
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cano.

Esempio 3.2: Esempi fondamentali

(a) Piano: X(u,v) = p + ua + vb con a,b indipendenti.

(b) Grafico di una funzione differenziabile f: U — R: X(u,v) =
(u,v, f(u,v)). Si ha X,, = (1,0, f,), X, = (0,1, f,), mai paralleli.
La proiezione (z,y, z) — (x,y) ¢ l'inversa continua.

(c) Sfera di raggio R: X(0,¢) = R(sinfcos ¢,sinfsin ¢, cosf) con 0 <
0 < m 0 < ¢ < 27 copre la sfera meno un meridiano; con una
seconda parametrizzazione si copre il resto.

(d) Superficie di rotazione: se (f(v),g(v)) con f > 0 & una curva regolare
del piano zz (iniettiva), X (u,v) = (f(v)cosu, f(v)sinu, g(v)). Ne
sono casi particolari il cilindro (f = R, g = v) e il toro X (u,v) =
((R+rcosv)cosu, (R+rcosv)sinu, rsinv), con R >r > 0.

(e) FElicoide: X (u,v) = (ucosv, usinv, bv), b # 0, e catenoide: X (u,v) =
(coshwvcosu, coshvsinu, v).

L

Il cono {x? +y? = 22} non & una superficie regolare nel vertice (la regolarita
fallisce proprio li); il cono privato del vertice si.

Spesso una superficie ¢ data come insieme di livello. Il risultato seguente,
conseguenza del teorema della funzione implicita, copre sfera, toro, ellissoide,
iperboloidi...

Proposizione 3.3: Insiemi di livello

Sia f: W — R differenziabile (W C R3 aperto) e a € R tale che V f(p) #
0 per ogni p con f(p) = a. Allora S = f~1(a) ¢ una superficie regolare.

Dimostrazione. Sia p € S; a meno di scambiare le coordinate df/0z(p) # 0.
Per il Teorema 0.3 vicino a p l'insieme S ¢ il grafico z = h(x,y) di una
funzione differenziabile, e i grafici sono superfici regolari (Esempio 3.2). W

Per lavorare con piu parametrizzazioni serve sapere che il cambio di carta e
liscio.
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Proposizione 3.4: Cambio di parametri

Siano X: U — S e Y: U — S due parametrizzazioni con W = X(U) N
Y(U) # 0. Allora h = X1oY: Y Y W) = X Y W) ¢ un diffeomorfi-

smMo.

Dimostrazione. Sia r € Y1 (W) e ¢ = h(r). Poiché X,, X, sono indipen-
denti, una delle minori 2 x 2 della matrice jacobiana di X, diciamo quella
delle prime due coordinate (X;, X,), ha determinante # 0 in g. Per il teo-
rema della funzione inversa mo X (con 7(z,y, z) = (x,y)) & un diffeomorfismo
tra un intorno di q e un aperto del piano. Vicinoa r, h = (mo X) o (7o)
(infatti se X(¢") = Y (r’) allora X (¢") = 7Y (r") e la restrizione & iniettiva),
composizione di funzioni differenziabili. Lo stesso vale per h™!. |

Quindi le nozioni definite tramite una parametrizzazione e invarianti per
diffeomorfismi dei parametri sono ben definite sulla superficie.

3.2 Piano tangente e normale

Definizione 3.5: Piano tangente

Sia X una parametrizzazione attorno a p = X(q). Il piano tangente ¢
T,S = dX,(R?) = span{X,,(q), X,(¢)}, un sottospazio di dimensione 2
di R3.

Non dipende dalla parametrizzazione: T,S ¢ 'insieme dei vettori velocita
a’(0) di tutte le curve differenziabili a: (—e,e) — S con «(0) = p. Infatti
una tale curva si scrive a(t) = X (u(t),v(t)) (con (u,v) = X 'oa differenzia-
bile per la Proposizione 3.4, applicata a una parametrizzazione che contenga
a)ea’(0) =u'(0)X, +v'(0)X,; viceversa ogni a X, +bX, ¢ la velocita della
curva t — X(q+t(a,b)).

Il vettore normale unitario associato alla parametrizzazione ¢

X, xX,

N = 2 Y
() = % X,

ortogonale a T,,S, ben definito perché X, x X, # 0. Cambiando parametriz-
zazione N pud cambiare segno (per il segno del determinante jacobiano di
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h); una superficie dotata di una scelta continua di N si dice orientabile (il
nastro di Mobius no). Noi lavoreremo sempre in una carta, dove N é fissato
dalla formula sopra.

N

Figura 3.1. Piano tangente in un punto del grafico z = i(w2 —y?), con i vettori

coordinati X, X, e la normale N (disegno non in scala).

3.3 La prima forma fondamentale

Definizione 3.6: Prima forma fondamentale

La prima forma fondamentale di S in p ¢ la forma quadratica ,: T),S —
R, I,(w) = (w,w) = |lw|? Nella carta X e con w = aX, 4+ bX,:

L(w) = Ea® + 2F ab+ G2,

dove E =(X,,X,), F=(X,,X,), G=(X,,X,) (calcolati in g).

E la restrizione del prodotto scalare di R? al piano tangente: contiene tutta
'informazione metrica (intrinseca) della superficie. Per I'identita di Lagrange
(0.1)

EG—-F?=|X,x X,|> > 0. (3.1)
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Proposizione 3.7: Lunghezze, angoli, aree

Sia X: U — S una carta.

(a) La lunghezza di «o(t) = X(u(t),v(t)), t € J[ab], é
['VEWT 1 2F v + G dt.

(b) L’angolo ¥ tra le curve coordinate v = cost e u = cost soddisfa
cosV = F/\/E_G, sono ortogonali se e solo se F' = 0.

(c) L’area di una regione R = X(Q), Q@ C U compatta, é Area(R) =
Il fQ VEG — F2dudv, e non dipende dalla parametrizzazione scelta.

Dimostrazione. (1) o/ =u' X, +v' X, quindi |o/|? = (/) = Eu/?+2Fu/v' +
Gv'2. (2) ¢ la definizione di angolo applicata a X, X,. (3) L’area dell'imma-
gine del rettangolino [u, u+du| x [v, v+duv] &, al primo ordine, quella del paral-
lelogramma di lati X, du, X, dv, cioe | X, x X |dudv = VEG — F? dudv per
(3.1): ecco perché si definisce 'area come l'integrale. Se Y = X o h € un’altra
carta, con h(,v) = (u,v), si ha Y x Y; = det(J},) (X, x X,)oh (regola della
catena e proprieta del prodotto vettoriale), quindi per il cambio di variabili
JIY; x Y| dado = [[]|X,, x X, || h|det J,|dadd = [[| X, x X,|dudv. W

Per capire

Un insetto che vive sulla superficie, e non sa nulla dello spazio che la con-

tiene, puo misurare con un righello tutte le lunghezze di curve e quindi
calcolare E, F', G nella sua carta. Quindi tutto cio che si esprime con
E,F,G e le loro derivate e intrinseco. 11 Capitolo 5 mostrera un fatto
sorprendente: la curvatura di Gauss € intrinseca, anche se la definiremo
con la seconda forma fondamentale, che dipende dall’immersione.

Esempio 3.8: Calcoli di E, F,G

(a) Piano X(u,v) = p+ua+vb con a,b ortonormali: E =G =1, F = 0.

(b) Grafico z = f(z,y): E=1+ f2 F = Joly G = 1+fy2, EG—F? =
1+ f2+ f7, quindi Area = [f VI+[VF?dzdy.

(c) Sfera di raggio R con X(6,p) come sopra: X, =
R(cos 0 cos p, cos Osinp, —sinf), X, = R(—sinfsin ¢, sin 6 cos p,0),
dunque £ = R?, F = 0, G = R? sin’f e Area =
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L7 R?sin6 d9dy = 4nR>.

(d) Superficie di rotazione X(u,v) = (f(v)cosu, f(v)sinu,g(v)): E =
fw)? F=0,G=f(v)+g(v)?

(e) Toro: E = (R + rcosv)?, F = 0, G = r?; Area = fOQTFfOQﬂr(R +
rcosv) dudv = 472 Rr.

(f) Elicoide: E =1, F =0, G = u? + b2. Catenoide: E = G = cosh’ v,
F=0.

3.4 Isometrie locali

Definizione 3.9: Isometria locale }

Un diffeomorfismo ¢: S — S tra (aperti di) superfici € un’isometria se

conserva la prima forma fondamentale: 14, (d¢,w) = I,(w) per ogni p
ew € T,S, ossia se conserva le lunghezze delle curve. Due superfici sono
localmente isometriche se ogni punto di S ha un intorno isometrico a un
aperto di S.

Proposizione 3.10: Criterio per carte

Se X:U— S eX:U— S sono carte sullo stesso aperto U con E = E,
F=F,G=G, allorap=XoX1: X(U)— X(U) ¢ unisometria.

.

Dimostrazione. Per w = aX, + bX, si ha d¢(w) = a)?u + b)?v, quindi
I(w) = Ea® + 2Fab + Gb? = I(dpw). [ |

Esempio 3.11: Cilindro e piano

11 cilindro X (u,v) = (cosu,sinu,v), u € (0,27), ha E=G =1, F =0,
come il piano X (u,v) = (u,v,0). Per il criterio sono localmente isome-

trici: si puo «srotolare» un cilindro senza stirarlo né strapparlo, come
un foglio di carta. Lo stesso accade per il cono (Esercizio 3.5). Invece
la sfera non ¢ localmente isometrica a nessun piano (Capitolo 5): non
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esistono carte geografiche perfette.

e Una superficie regolare ha in ogni punto un piano tangente
span{X,, X, } e (in una carta) una normale N = X, x X /| X, x X |-

e I = Edu? + 2F dudv + G dv? determina lunghezze, angoli e aree:
dA = VEG — F2? dudv.

o Superfici con la stessa I nelle stesse coordinate sono localmente iso-

metriche (cilindro e cono si srotolano nel piano).

3.5 Esercizi

Mostrare che il toro (\/z? + y? — R)2 +22 =72 (R >7r>0)¢una
superficie regolare usando la Proposizione 3.3.

Calcolare I’area della porzione di paraboloide z = 22 +y? con 22+ < 1.

Per ’elicoide con b = 1, calcolare 'area di {0 <u <1, 0 <v < 27}.

(2u, 2v, u? +v* — 1)

La parametrizzazione X (u,v) = copre la sfera uni-

u? +v2+1
taria meno il polo nord (proiezione stereografica inversa). Mostrare che
4
F=G=-——-—-= e F = 0: gli angoli sono conservati, ma le

(14 u? 4 v?)?
lunghezze no.
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Mostrare che il cono X (u,v) = (vcosu,vsinu,v), v > 0, & localmente
isometrico al piano. Suggerimento: confrontare con le coordinate polari

(p,9) = (V2v, u/\/2) del piano.

Sulla sfera unitaria con (#,¢) come nell’Esempio 3.8, si ponga w =
In cot(#/2). Mostrare che I = sin® 0 (dp? + dw?) (proiezione di Merca-
tor) e dedurre che le curve che tagliano i meridiani con angolo costante
diventano rette nella carta (p,w).

Mostrare che con la sostituzione w = sinhw l’elicoide con b = 1 ha
E = cosh®w, F =0, G = cosh® w in coordinate (w,v); confrontare con
il catenoide (Esempio 3.8). Dedurre che i due sono localmente isometrici.

Dimostrare che l'area della superficie di rotazione generata da v
(f(v),g(v)) (curva parametrizzata per lunghezza d’arco, v € [a,b],
u € [0,27]) & 27 fab f(v)dv, e ritrovare 'area della sfera di raggio R.
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Curvatura delle superfici

La prima forma fondamentale misura la geometria interna della superficie,
ma non distingue un foglio piano da un cilindro. Per descrivere come la
superficie si piega nello spazio serve un secondo oggetto: la seconda forma
fondamentale, che misura quanto il vettore normale N cambia da punto a
punto.

4.1 La mappa di Gauss e I'operatore forma

Sia X: U — S una carta e N = X, x X /| X, x X,|. Poiché (N,N) =
1, derivando (N,,N) = (N,, N) = 0: le derivate di N sono tangenti a S.
Quindi il differenziale della mappa di Gauss N: U — S? manda T,S in sé: ¢
un’applicazione lineare dN,,: T,,S — TS, con dN,(X,,) = N, e dN,(X,) =
N,

e

Definizione 4.1: Operatore forma

L’operatore forma ¢ A, = —dN,: TS — T,S. La seconda forma fon-
damentale ¢ la forma quadratica I1,(w) = (A,w,w). I suoi coefficienti

nella carta X sono

€:<N7qu>7 m:<N7Xuv>7 n:<N7va>'

(La Proposizione 4.2 giustifica le formule.) Il segno «—» nella definizione ¢
una convenzione (la stessa di do Carmo); scambiare N con —N cambia il
segno di A e di II.

31
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Proposizione 4.2: L’operatore forma & autoaggiunto

A, ¢& simmetrico: (A,w,z) = (w, A,z). Inoltre £ = (AX,,X,), m =

<AXquv> = <Xu7AXv>; n = <AXva>'

Dimostrazione. Da (N, X,) = 0 e (N, X,) = 0, derivando rispettivamente
inuew:

<Nu’Xu> = _<N’qu> = —E, <N117X1)> = _<N7Xm)> =N,
<NuaXv> = _<N’Xuv> =—-m= <Nv7Xu>'

Quindi <AXU7X’U.> = g? <AX’LL7X’L)> =m = <X’LL’AXU>7 <AX’U’X’U> = n. La
simmetria sulla base {X,, X,} implica quella su tutto 7,,S per bilinearita.
[ |

Per il teorema spettrale esiste una base ortonormale {e;, e, } di 7,5 di auto-
vettori: Ae;, = k,e;. I numeri k; > ky sono le curvature principali, le direzioni
e; le direzioni principali.

Definizione 4.3: Curvatura di Gauss e curvatura media

K =det A, = kyky ¢ la curvatura di Gauss; H = tr A, = 5(k; +ky) ¢
la curvatura media.

.

Cambiando N in —N, k;, k, e H cambiano segno, ma K = k;k, no: la

curvatura di Gauss non dipende dall’orientazione.

4.2 Curvatura normale: Meusnier ed Eulero

Sia a: (—e,e) — S parametrizzata per lunghezza d’arco, «(0) = p, o’(0) =
w. L’accelerazione a” si scompone in una parte tangente alla superficie e una
parte lungo N; la curvatura normale & k,, = (a”, N).
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Proposizione 4.4: Meusnier

Per ogni curva o su S parametrizzata per lunghezza d’arco con o’ (0) =
w?

Ky, = (@”(0), N) =1I,(w) = kcos g,

dove k ¢ la curvatura di o in R® e ¢ angolo tra la normale principale
di o e N. In particolare k,, dipende solo da p e da w.

Dimostrazione. Da (a’, N o a) = 0, derivando: (a”, N) = —(a/, (N o 0)") =
—(a/,dN(a)) = (Ad/,a’) = II(w). Inoltre «” = kKN, (normale principale),

«

da cui (a”, N) = K cos ¢. [ |

Per capire

Tagliamo la superficie con il piano generato da w e N: la curva ottenuta

(sezione normale) ha ¢ = 0 e quindi curvatura |II(w)|. Qualunque altra
curva con la stessa tangente w ha curvatura maggiore o uguale, perché
cos < 1: la parte normale dell’accelerazione € un’informazione della
superficie, il resto dipende dalla curva.

Teorema 4.5: Formula di Eulero

Sew = cosfe; +sinf ey ¢ un vettore unitario, allora 1L, (w) = k; cos? 6+

ko sin® 6. In particolare ky e ky sono il massimo e il minimo della cur-
vatura normale.

Dimostrazione. Aw = k;cosfe; + kysinfe,; si prende il prodotto scalare
con w e si usa l'ortonormalita di ey, e,. Poiché ky < ky, Il(w) = ky + (k; —
ko) cos? 0 € [ky, ky]. [ |

Definizione 4.6: Tipi di punti

Un punto p ¢ ellittico se K > 0 (le curvature principali hanno lo stesso
segno), iperbolico se K < 0 (segni opposti), parabolico se K = 0 ma
A #+ 0, planare se A = 0; ¢ ombelicale se k; = k, (ogni direzione e
principale).
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4.3 Formule in coordinate

Teorema 4.7: Calcolo di K e H }

Con E,F,G e f,m,n della carta X,

_én—m2 H_En—2Fm+G€

K_EG—F2’ - 2(EG - F?)

Dimostrazione. Scriviamo AX,, = a X, + a9, X,,, AX, = a;5X,, + a95X,,
ossia la matrice di A nella base {X,,, X, } ¢ A = (a,;). Facendo il prodotto sca-
lare di AX; con X; e usando la Proposizione 4.2 si ottiene ), a;,;(X, X;) =
(AX;, X;), cioe

EFA_Km:A_l G —-F { m
F G| \m n  EG-F2\-F E m n )

Il determinante e det ¢ m) /(EG —F?), e la traccia & (G£— Fm — Fm+
m n
En)/(EG — F?); si divide per 2 per ottenere H. [ |

Proposizione 4.8: Grafici }

Per il grafico z = f(x,y), con W = \/1+ f2+ fZ e normale N =

<_fx7 _fy7 1)/W;

K
wH ’ 2W3

Dimostrazione. Con X = (IE, Y, f) Xa:z = <O7 07 fmz)? ecc., qunldl = fxz/Wa
m= fxy/W’ n= fyy/W; el = 1+f§? F = fxfy7 G= 1+fy27 EG—F? =W2.
Si sostituisce nel Teorema 4.7. m

Teorema 4.9: Superfici di rotazione

Sia X (u,v) = (f(v)cosu, f(v)sinu, g(v)) con f > 0 e f?+ g2
1 (profilo parametrizzato per lunghezza d’arco). Allora, con N =
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(¢’ cosu, g" sinu, —f'),

! k gk

K= _7’ paralleli — _77 meridiani — g/f// — f/g//‘

Dimostrazione. Si ha X,, = (—fsinu, fcosu,0), X, = (f' cosu, f’ sinu,g’),
X, x X, = f(g' cosu,g sinu,—f’), di norma f (perché f2 + ¢g’? = 1).
Quindi E = f2, F=0,G=1el=(N,X,,)=—f¢,m=(N,X,) =0,
n=(N,X,)=9f" —fg" Poiche FF = m = 0 la matrice A ¢ diagonale,
con a;; =V/E=—¢'/f e ayy, =n. Dunque K = —¢'(¢"f" — f'g")/ f. Deri-
vando f'? 4+ ¢’2 = 1 si ottiene f'f” 4+ ¢'g” = 0; allora ¢'(¢'f” — f'g") =
92 =199 =g+ [P =" u

Esempio 4.10: Sfera, cilindro, toro, catenoide |

(a) Sfera di raggio R con N = X/R (esterna): dN = +Id, quindi A =
—+1d: ogni punto & ombelicale, k; = ky = —1/R, K = 1/R? H =
—1/R.

(b) Cilindro X = (Rcosu, Rsinu,v), N = (cosu,sinu,0): N, = X, /R,
N, = 0, quindi k; = 0, ky, = —1/R, K = 0. Un cilindro ¢ piatto
intrinsecamente (Esempio 3.11) e ha K = 0: ¢ un indizio del Teorema
Egregium.

(¢) Toro: il profilo (f,g) = (R + rcos(v/r), rsin(v/r)) & parametrizzato
per lunghezza d’arco; il Teorema 4.9 da, in funzione dell’angolo v =
v/, 3

cos ¥
K= r(R+rcos?)

K > 0 sulla parte esterna (|o] < 7/2), K < 0 sulla parte interna
(|o] > 7/2), K = 0 sulle due circonferenze © = 4m/2 (parallele
«di crestay). Inoltre [[ KdA = L%fo% cos vdtdu = 0: ritroveremo
questa cancellazione con Gauss—Bonnet.

(d) Catenoide (cosh v cos u, cosh v sin u, v) con N =
(cosu/coshv, sinu/coshv, —tanhv): £ = —1, m = 0, n = 1,
E = G = cosh® v; quindi K = —1/ cosh’ve H =0. Le superfici con
H = 0 si dicono minime: localmente minimizzano ’area (sono le
forme dei veli di sapone).




36 4 Curvatura delle superfici

ellittico (z = 22 + y?) iperbolico (z = 22 — y?) parabolico (z = x?)

Figura 4.1. L’origine ¢ un punto ellittico, iperbolico, parabolico (da sinistra).

4.4 Come e fatta una superficie vicino a un punto

Proposizione 4.11: Forma locale

Scegliamo coordinate cartesiane con p =0, T,,S = {z = 0}, N(p) = e
e assi x,y lungo le direzioni principali. Allora, vicino a p, S é il grafico

di una funzione h con
h(z,y) = 3(k12? + koy?) + o(z? + 32).

Di conseguenza: se p é ellittico, S sta (localmente) da una sola parte del
piano tangente; se p é iperbolico, S attraversa il piano tangente.

Dimostrazione. Poiché TS ¢ orizzontale, per il Teorema 0.3 S ¢ local-
mente il grafico di h con h(0) = 0 e Vh(0) = 0. Per la Proposi-
zione 4.8, N = (—h,,—h,,1)/W; in 0 si ha W = 1, VW = 0, quindi
N,(0) = (=hyy, —hy,,0), Ny(0) = (=hy,, —h,,,0). Dunque la matrice di
A = —dN nella base e}, ey € I'hessiana di h in 0; per la scelta degli assi e
diag(ky, ky). Il resto & la formula di Taylor al secondo ordine. Se ky, k; > 0,
2(ky2® + kyy?) > ¢ (2% +y?) con ¢ > 0 e domina o(z? + y?): h > 0 nei punti
# 0 vicini (analogamente se sono entrambe negative). Se kiky < 0, h ha

segno concorde con k; lungo l'asse x e segno opposto lungo I'asse y vicino a
0. |

Teorema 4.12: Punti ombelicali

Se ogni punto di una superficie regolare connessa € ombelicale, la super-
ficie é contenuta in un piano o in una sfera.
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Dimostrazione. Per ipotesi dN,, = A(p) Id per un’opportuna funzione A; in
una carta N, = AX,, N, = AX,. Derivando la prima rispetto a v e la
seconda rispetto a u e sottraendo (Schwarz: N, = N,,,, X,, = Xyu): 0 =
A X, — A, X,. Poiché X, X sono indipendenti, A, = A\, = 0: A ¢ local-
mente costante, quindi costante su S (connessa). Se A = 0, N & costante e
(X, N) ha derivate nulle: la superficie sta in un piano. Se A # 0, (N—AX),, =
(N=XX), =0, quindi N—AX = —AX per un punto X, cio¢ X—X, = N/\

u

e | X — X, = 1/|A|: sfera. |
g /" sintesi
e A = —dN é simmetrico; II(w) = (Aw,w) & la curvatura normale
delle curve con tangente w (Meusnier); k;, k5 sono massimo e minimo
(Eulero).
n—m? , . 1
o K =kiky = EC_F2 (indipendente dal verso di N), H = 5(k; +
k).

o Ellittico: da una parte del piano tangente; iperbolico: lo attraversa;
sfera e piano sono le uniche superfici totalmente ombelicali.

4.5 Esercizi

In un punto k; = 2, k; = —1. Calcolare la curvatura normale nella
direzione 6 = 60° dalla direzione principale e; e trovare le direzioni con
curvatura normale nulla (direzioni asintotiche).

Calcolare K e H del paraboloide z = 22 + »? in un punto qualunque;
mostrare che K > 0 ovunque e determinare K£(0,0).
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Esercizio 4.3: e S

Mostrare che la sella z = zy ha K = —1/(1+2?+4?)? e H = —zy/(1 +
2% +4?)%/2. Dove ha H = 0?

Mostrare che H*> — K = ((k, — l<:2)/2)2 > 0, con uguaglianza se e solo
se il punto € ombelicale. Dedurre che se H = 0 allora K < 0.

Esercizio 4.5: ee 5 }

Mostrare che 'elicoide (ucosv,usinv,bv) ha H=0e K = —b?/(u? +
b2)2.

Esercizio 4.6: ee ° }

Verificare con i coefficienti FE,F,G,¢{,m,n del toro (con N =
(cosvcosu,cosvsinu,sinv)) che K = cosv/(r(R + rcosv)), e calcolare
I’area della regione del toro dove K > 0.

Esercizio 4.7: ee ° }

La pseudosfera ¢ la superficie di rotazione del profilo (trattrice) f(v) =
e, glv) = Lv V1—e2tdt, v > 0. Verificare che f2 + ¢ = 1 e che
=—1.

S

_Esercizio 4.8: e 00 °

Dimostrare che una superficie regolare compatta (senza bordo) in R3
ha almeno un punto ellittico, anzi un punto con K > 1/R? dove R =
max|p|. Suggerimento: nel punto di massima distanza dall’origine, per
ogni curva « sulla superficie la funzione |«[? ha un massimo.




Geometria intrinseca: Egregium
e geodetiche

La curvatura di Gauss K = k,k, ¢ stata definita usando la normale N, cioe il
modo in cui la superficie sta nello spazio. Gauss scopri che, nonostante questo,
K si puo calcolare conoscendo soltanto E, F', G: ¢ una proprieta intrinseca.
Lo chiamo Theorema Egregium, il «teorema notevoley.

5.1 | simboli di Christoffel

Sia X una carta. I tre vettori X, X,,, N formano una base di R3, quindi le
derivate seconde si scrivono in modo unico come

qu = F%lXu + F%IX’U + £N7
Xuv = F%2Xu + F%2Xv + mN’ (51)
va = I%2Xu + F%QXU +nN.

(le componenti lungo N sono ¢, m,n per definizione). I coefficienti Ffj sono i

simboli di Christoffel. Dalla Proposizione 4.2 e dalla definizione di A, inoltre,
N, =—-AX,, N, = —AX, (formule di Weingarten).

39
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Proposizione 5.1: | simboli di Christoffel sono intrinseci

II‘fj dipendono solo da E,F,G e dalle loro derivate: sono soluzioni dei

sistems lineart

I',E+T3%F=3E, I, F+I?,G=F,—iE,
ILE+TI%,F=F,—1G,, L F+13,G = 3G,

Il determinante di ciascun sistema ¢ EG — F? # 0.

S

Dimostrazione. Facendo il prodotto scalare di (5.1) con X, e X, (ricordando
(N, X,)=(N,X,) =0) si ottiene, ad esempio, (X, X,) =THE+T? Fe

uu?

<qu7Xv> = F%IF—FF%IG Ora‘ <qu7Xu> = %Eu’ <qu7Xv> = (<Xu7Xv>)u_
<Xu’Xuv> = Fu - %E'u’ <Xuv’Xu> = %Ev’ <Xuv7Xv> = %Gu’ <va7Xu> =
v %Guv <X’U’U’X'U> = %G’U u
Se le coordinate sono ortogonali (F' = 0) le soluzioni sono esplicite:
— By 2 — _E, 1 _ By
F%l - 92F Fll - 2G F12 - 92F" (5 2)
G G G ‘
T =358 To=—358 I3=3

Esempio 5.2: Sfera |

Per E =1, F =0, G = sin”0 (coordinate u = 0, v = ¢) le formule
danno '}, = —sinfcos, I'?, = cot 0, e tutti gli altri nulli.

5.2 Il Theorema Egregium

Teorema 5.3: Equazione di Gauss e Theorema Egregium

Per ogni carta,

EK = (F%I)v - (F%Q)u + F%1F%2 + F%J%z - F%2F%1 - (Ffz)z- (5-3)

In particolare K é espressa solo da E, F,G e dalle loro derivate (fino al
secondo ordine): é invariante per isometrie locali.
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Dimostrazione. Dall’'uguaglianza delle derivate miste (X,,), = (Xuu)u-
Derivando (5.1):

(qu>v = (F%1>vXu + F%lXuv + <F%1)va + F%lX'IJ’U + EUN + gN'u’
Confrontiamo i coefficienti di X, nella base {X,,, X,, N}, usando (5.1) per

X Xyw» Xop € le formule di Weingarten N, = —(a;; X, + a9, X,), N, =
—(a19 X, + ag X,):

(F%I)v + FhF%z + F%F%z —lagy = (F%2>u + F%zF% + (F%2)2 —Mmag;.

Dalla dimostrazione del Teorema 4.7, ay; = (Em — F{)/(EG — F?) e a5y =
(En — Fm)/(EG — F?), quindi
((En — Fm)—m(Em — F?) In —m?

=F =FK.
EG — F? EG — F?

Spostando i termini si ottiene (5.3). Poiché E > 0 e i I’fj sono intrinseci
(Proposizione 5.1), lo & anche K. [

Per capire

Il segno di K non dipende da N, e ora vediamo che non dipende nem-
meno da come la superficie e «piegatar: K € una grandezza che un

abitante della superficie puo misurare dall’interno (per esempio dal con-
fronto fra circonferenza e raggio dei cerchi geodetici). Le due curvature
principali, separatamente, no: un cilindro (k; = 0,k = —1/R) e un
piano (k; = ky = 0) hanno lo stesso prodotto 0. Ma k;k, € invariante,
mentre k; + k, non lo e.

Proposizione 5.4: Coordinate ortogonali

Se F =0,

1 G, E,
K=—3/8c [(@>u+<@)v]‘

Dimostrazione. Si sostituiscono in (5.3) le espressioni (5.2) e si sviluppano le
derivate: ¢ un calcolo diretto (da fare con carta e penna, Esercizio 5.3). W
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Esempio 5.5: Verifiche }

(a) Sfera unitaria, E = 1, G =sin” 0: VEG = sin6, G, /VEG = 2cos0,
1
9(—2 sinf) = 1.

sin

(b) Coordinate polari geodetiche E = 1, F = 0, G = g(u,v)*: K =
—Guu/9- Con g = f(v) e u <> v si ritrova K = —f”/f del Teo-
rema 4.9.

il secondo termine € nullo e K = —

Proposizione 5.6: Conseguenze

Se due superfici sono localmente isometriche, i punti corrispondenti
hanno la stessa curvatura di Gauss. In particolare: (a) la sfera non
e localmente isometrica a nessuna superficie piana: nessuna carta geo-
grafica conserva le distanze; (b) cilindro, cono e piano sono localmente
isometrici fra loro, e hanno tutti K = 0; (c) Uelicoide e il catenoide,
localmente isometrici (Esercizio 3.7), hanno la stessa K nei punti
corrispondenti.

Dimostrazione. Se ¢ ¢ un’isometria locale, la carta X di S e X = poX
di $ hanno gli stessi B, F,G (Definizione 3.9); per il Teorema Egregium
K = K o ¢. (a) La sfera ha K = 1/R2 > 0, il piano K = 0. (b), (c): vedere
Esempi 3.11 e 4.10. |

Attenzione

La curvatura media non ¢ intrinseca: cilindro e piano sono localmente
isometrici, ma H = —1/(2R) per il cilindro e H = 0 per il piano. Solo
il prodotto k;ky sopravvive alle isometrie, non la somma k; + k,.

5.3 Geodetiche

Su una superficie non ci sono rette, ma ci sono curve che «vanno il piu dritto
possibile».
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Definizione 5.7: Geodetica

Una curva a: I — S
a” & nulla, cioe se a”(t

una geodetica se la componente tangente di

\/(D/

¢ parallelo a N per ogni t. Equivalentemente,

la curvatura geodetica Kk (", N x o' /|a|) (parametrizzazione per

g
lunghezza d’arco) ¢ nulla.

Una geodetica ha velocita costante: ({a/,a’))" = 2(a’,a”) = 0 perché o’ L
N || «”. Esempio: nel piano le geodetiche sono le rette.

Proposizione 5.8: Equazioni delle geodetiche

Una curva at) = X(u(t),v(t)) é una geodetica se e solo se

w” +Thu? + 2wy’ + T2 = 0,
v + T3 02 + 2T 2,u'v 4 T3,0"% = 0.

Dimostrazione. o =u' X, +v' X, ea” = u" X, +v" X, +u? X, +2u'v' X, +
v"?X,,. Sostituendo (5.1), i coefficienti di X, e X, in a” sono le due espres-
sioni a sinistra; o” ¢ parallelo a N se e solo se si annullano entrambe. |

Le equazioni coinvolgono solo i Fw’ quindi le geodetiche sono intrinseche: le
isometrie le conservano. Sono un sistema di due equazioni differenziali del
secondo ordine; dal teorema di esistenza e unicita per equazioni differenziali
ordinarie (Picard-Lindel6f, qui non dimostrato) segue:

Teorema 5.9: Esistenza e unicita

Per ognip € S ew € T,S esiste ¢ > 0 e un'unica geodetica a: (—¢,€) —
S con a(0) =p, a'(0) = w.

Esempio 5.10: Geodetiche notevoli

(a) Sfera. Una curva sulla sfera di raggio R ha N = «/R. 1l cerchio
massimo «(t) = R(cos(t/R)a + sin(t/R)b), con a,b ortonormali, ha
a” = —a/R? = —N/R: parallelo a N. Per I'unicita (Teorema 5.9) le
geodetiche della sfera sono i cerchi massimi.

(b) Cilindro. Per X = (cosu,sinu,v) si ha E = G = 1, F = 0, quindi
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tutti i Ffj = 0 e le equazioni diventano v” = v” = 0: u = at + b,
v = ct + d. Sono le eliche, le circonferenze orizzontali e le rette
verticali: sono le immagini delle rette del piano srotolato.

(¢) Meridiani di una superficie di rotazione: vedi Teorema 5.11.

Teorema 5.11: Relazione di Clairaut

Sia X (u,v) = (f(v)cosu, f(v)sinu, g(v)) con f2+ g% = 1.

(a) I meridiani (u = cost) sono geodetiche; un parallelo v = vy é geode-

tica se e solo se f’(vy) = 0.

(b) Se a & una geodetica parametrizzata per lunghezza d’arco e 1 é
langolo tra o' e il parallelo uscente, allora f(v)costy é costante
lungo «.

Dimostrazione. Qui E = f2, F =0, G =1;da (5.2), T}, =0, %, = —ff,
i, =f/f, % =0T, =0,T% = 0. Le equazioni sono u” +2(f'/ f)u'v' =
0ev” — ffu? = 0. (1) Per un meridiano v’ = 0, v = ¢: entrambe val-
gono. Per un parallelo v = v,: la prima ¢ u” = 0 (ok), la seconda diventa
—ff'u? =0, cioe f'(vy) = 0. (2) La prima equazione equivale a (f?u’) =
fAPu” +2f f o' = f2(u” +2(f/f)u'v') =0, quindi f?u’ = cost. Il parallelo
uscente ha direzione unitaria X, /f, percio cosy = (o, X,)/f = f2u'/f =
fu', e fcosyp = f?u’ & costante. [ |

Per capire |

Clairaut ¢ la conservazione del momento angolare: una geodetica si avvi-
cina all’asse (f diminuisce) solo se la sua direzione si allinea al paral-
lelo (cos®) cresce). Per questo non puo passare sopra un «collo» troppo
stretto: in un toro certe geodetiche restano intrappolate sul lato esterno.

Proposizione 5.12: Le curve piu corte sono geodetiche |

Sia a: [a,b] — S parametrizzata per lunghezza d’arco, contenuta in una
carta, di lunghezza minima fra tutte le curve in S della carta con gli

stessi estremi. Allora a é una geodetica.
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Dimostrazione. Sia V- = XX, + uX, (con A, p funzioni di s) un campo tan-
gente lungo a con V(a) = V(b) = 0, e sia o, = X(u+ e\, v + ep), una
famiglia di curve in S con gli stessi estremi e d.a|._y = V. La lunghezza
L(e) = j;b||030z5|| ds ha minimo in € = 0, quindi L’(0) = 0. Poiché |o/| =1,

L'(0) = /j(vgd) ds = [<v, a'>]b - /ab<V,a”> ds = —/ab<v, ) ds.

a
Scegliamo V = y a7 con x(s) = (s —a)(b—s), dove o € la componente
tangente di a” (un campo tangente, nullo agli estremi grazie a y). Allora
b
0=L"0)=— j; X la7|* ds, e poiché x > 0 in (a,b) si ottiene a7 =0. N

Non vale il viceversa in generale (due punti opposti della sfera sono collegati
da infiniti semicerchi tutti geodetici; un arco di cerchio massimo piu lungo
di 7R & geodetico ma non minimo).

e I simboli di Christoffel I’fj si calcolano da E, F,G; E K ¢ un’espres-
sione in essi (equazione di Gauss): K ¢ intrinseca (Egregium).

¢ Isometrie locali conservano K: la sfera non si puo «srotolare» in un

piano; cilindro e cono si.

k.
ij°
Clairaut sulle superfici di rotazione; le curve piu corte sono geodeti-

che.

o Geodetiche: a” || N; equazioni con i I'}; cerchi massimi sulla sfera;

5.4 Esercizi

Verificare I’Esempio 5.2 e controllare, con I'equazione di Gauss (5.3), che
la sfera unitaria ha K = 1.

Verificare che l’elicoide (b = 1) e il catenoide hanno la stessa curvatura
di Gauss nei punti corrispondenti v = sinhw (Esercizio 3.7); usare i
risultati del Capitolo 4.
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Dimostrare la Proposizione 5.4. Suggerimento: per F = 0 si ponga
a = VE, b = VG e si riscriva (5.3) in termini di a,b; si ottiene

Kall),+ ()]

Il semipiano di Poincaré & {(z,y) : ¥ > 0} con E = G = 1/y*, F = 0.
Mostrare che K = —1 e che le rette verticali, parametrizzate da y = ef,
sono geodetiche.

Mostrare che le geodetiche del cilindro x? + y?> = 1 che passano
per (1,0,0) con direzione unitaria (0, cos 3,sin /3) sono eliche di passo
2mtan (.

Su un cono circolare retto, si utilizzi I'isometria locale col piano per
mostrare che le geodetiche sono rette del piano «srotolatoy». Se la semia-
pertura « del cono (angolo fra asse e generatrice) soddisfa sina < 1/2,
mostrare che esistono geodetiche che si autointersecano. Suggerimento:
il cono si sviluppa in un settore di angolo 27 sin «.

Su un toro di raggi R > r, una geodetica parte da un punto del parallelo
esterno (f = R + r) con angolo v, rispetto al parallelo. Mostrare che,
se cos )y > (R—r)/(R+r), la geodetica non raggiunge mai il parallelo
interno f = R —r.



Il teorema di Gauss—Bonnet

Il teorema di Gauss—Bonnet afferma che l'integrale della curvatura di Gauss
su una superficie compatta dipende solo dalla sua topologia, non dalla forma.
E il punto di arrivo naturale di tutto il libro: lega la geometria locale (K,
k,) a un invariante globale (la caratteristica di Eulero).

6.1 Curvatura geodetica in coordinate ortogonali

Sia S orientata dalla carta X con N = X, x X /| X, x X,|l. Se a ¢ una
curva su S parametrizzata per lunghezza d’arco, la sua curvatura geodetica
¢ ky, = (a”,N x o) (Definizione 5.7); ¢ la componente di &” nel piano tan-
gente, ortogonale a a’. Le geodetiche sono le curve con x, = 0. Come nel

piano, il segno dipende dall’orientazione.

Proposizione 6.1: Formula di Liouville

Sia X wuna carta con F = 0 e a(s) = X(u(s),v(s)) una curva unita-
ria. Sia p(s) una funzione differenziabile che misura l’angolo da e; =
X, /VE a ', ciot o/ =cospe, +singe, con ey = X,/V/G. Allora

d G v —FE u
__So_i_ u v )

"9 = gs 2W/EG

Dimostrazione. (eq, ey, N) & una base ortonormale positiva, quindi N x e; =
es € N x e, = —ep; dunque N X o’ = —singpe; + cosge,. Derivando o
lungo la curva, a” = ¢'(—sinpe; + cospey) + cospe] + sinpes, dove e
indica la derivata di e;(u(s),v(s)). Allora, usando (e],e;) = (e5,e5) = 0 e

47
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<el27€1> = —(6/1,62>,
/ / .2 / / /
kg =9 +cos? p (e, eq) —sin” @ (ey,e) = ¢’ + (€], ea).

Resta da calcolare (e], e5) = ((€;),,, e2)u’+{(e1),, €5)v". Poiché (X, X,) =0,
il termine che deriva 1/+/E non contribuisce: {(e;),,, €5) = (X u, X,)/VEG =
7%EU/V EG e <(61)v762> = <Xuv7Xv>/V EG = %Gu/" EG (PI‘OpOSi—
zione 5.1, con F = 0). [

6.2 Il teorema locale

Sia R = X(Q) una regione semplice (omeomorfa a un disco) contenuta in una
carta ortogonale, con bordo una curva chiusa semplice, liscia a tratti, para-
metrizzata per lunghezza d’arco con orientazione positiva (la regione resta
a sinistra, rispetto a N). Nei vertici a(s;) la tangente salta di un angolo
esterno 0, € (—m, ), positivo se la curva gira a sinistra. Ci serve un fatto
dalla teoria delle curve piane, qui senza dimostrazione:

Teorema 6.2: Teorema delle tangenti rotanti (versione sulla superficie) }

Nelle ipotesi precedenti, detta ¢; la funzione angolo sul tratto liscio

[Si7 Si—&-l]f

)

Z(%(Siﬂ) —p;(s:)) + Z 0, = 2m.

L

Per un bordo liscio e una regione piana con la metrica euclidea ¢ I’'Umlaufsatz
di Hopf (Teorema 1.14); per una metrica qualunque si deduce deformando
continuamente F, F', G nella metrica euclidea: la somma ¢ un intero multiplo
di 27 che dipende con continuita dalla deformazione, dunque non cambia. Si
veda do Carmo, §4-5.

Teorema 6.3: Gauss—Bonnet locale }

Nelle ipotesi precedenti,

Z/Si+lf§gds+//KdA+Zei:27T.
i sy R i

Dimostrazione. Per la formula di Liouville, 7{%9 ds = Z(%(Siﬂ) —

(2
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G,dv—FE, du
i(8;))+ P ————==—"_Peril Teorema 6.2 il primo addendo & 27— 6,. I
vis:)) 7{ Wioe P 2
secondo, per il teorema di Green con P = —E, /(2VEG), Q = G,/(2VEG),

vale

//Q[(ij%G>u+(2@) ]d“d”— //K@dudv— /KdA

dove abbiamo usato la Proposizione 5.4. Mettendo insieme: § kgds = 2m —
9, — || fR K dA. |

Esempio 6.4: Triangoli geodetici

Se il bordo ¢ un triangolo i cui lati sono geodetiche (x, = 0) con angoli
interni f3;, 85, B3, gli angoli esterni sono 6, = ™ — B, e il teorema da

51+ﬂ2+63:7r+/ K dA.
R

Nel piano (K = 0) la somma ¢ ; sulla sfera di raggio R & m+ Area /R? >
m; su una superficie con K < 0 (pseudosfera, piano iperbolico) ¢ < .
Per esempio 1'«ottante» della sfera unitaria con vertici e;, e5, €5 ha tre
angoli retti e area 47/8 = 7/2, e infatti 3- § =7 + 7.

€3

Figura 6.1. Triangolo geodetico («ottante») sulla sfera unitaria: tre angoli retti,
area /2, somma degli angoli 37/2 = 7 + 7/2.
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Esempio 6.5: Calotta sferica }

Sulla sfera unitaria la calotta # < 6, ha bordo il parallelo § = §, (senza
vertici), con k, = cot §, rispetto all’orientazione indotta (Esercizio 6.2),
lunghezza 2msin 6, e [[ K dA = Area = 2w(1—cos ;). Infatti 2 cos 6+
27(1 — cos ) = 2.

6.3 Il teorema globale

Una triangolazione di una superficie compatta S € una famiglia finita di
triangoli (regioni semplici con tre vertici e bordo liscio a tratti) che ricopre
S e tale che due triangoli distinti siano disgiunti, o abbiano in comune un
vertice, oppure un intero lato. Se V', E, F’ sono il numero di vertici, lati, facce,
la caratteristica di Eulero ¢ x(S) =V — E + F. Enunciamo senza dimostra-
zione tre fatti di topologia (si veda do Carmo, §4-5): ogni superficie regolare
compatta ammette triangolazioni con triangoli contenuti in carte ortogonali,
anche molto fini; x(5) non dipende dalla triangolazione; se S & orientabile &
omeomorfa a una sfera con g manici (genere g) e x(S) =2 — 2g.

Teorema 6.6: Gauss—Bonnet globale

Sia S C R una superficie regolare compatta e orientabile. Allora

//SKdA = 27 x(S) = 27 (2 — 2g).

Dimostrazione. Prendiamo una triangolazione orientata con F' triangoli T,
V vertici, E lati. Applichiamo il Teorema 6.3 a ogni triangolo e sommiamo:

3
S ¢ s [[Kaa+ S 0, - 2er,
i JoT; s J k=1

Ogni lato appartiene a esattamente due triangoli e viene percorso in versi
opposti: £, cambia segno (cambia segno T e quindi N x T'), quindi i contri-
buti dei lati si cancellano e il primo termine ¢ zero. Con gli angoli interni
B = T — O ijk O = 3TF — ijk B = 3mF — 27V, perché attorno a
ogni vertice gli angoli interni dei triangoli concorrenti sommano a 2. Dunque

ffs KdA =2nF — 3nF + 27V = 27V — «F. Poiché ogni triangolo ha 3 lati
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e ogni lato & condiviso da 2 triangoli, 3F = 2F, cioe F = %F e 2y =
2n(V — 3F + F) = 2rV — nF. Si conclude. |

GV —Eu

2V E
o Locale: $ s, ds + [[ KdA + Zei = 27 (usa Egregium, Green e le
tangenti rotanti).

« Globale: [[. K dA = 2mx(S5) = 2m(2 — 29).
o Triangoli geodetici: > 3; = 7+ [[ K dA.

e Liouville: 5, = ¢’ + —*—=="— (coordinate ortogonali).

6.

(a)

(b)

Per capire N

4 Conseguenze

Sfera (9 = 0): [[ K dA = 47 per ogni superficie omeomorfa a una sfera,
anche molto deformata (un ellissoide, una patata): per la sfera di raggio
Re¢ % -4TR2.

Toro (g =1): [[ K dA = 0. Quindi un toro non puo avere K > 0 ovunque,
né K < 0 ovunque: ha sempre sia punti ellittici sia punti iperbolici (come
nell’Esempio 4.10: K > 0 fuori, K < 0 dentro).

Genere > 2: [[ K dA = 2m(2—2g) < 0: la curvatura & «mediamente nega-
tiva». In particolare, una superficie compatta di R® con K > 0 ovunque
¢ omeomorfa a una sfera (le superfici compatte di R? sono orientabili).
Rigidita topologica: se K = c é costante su una superficie compatta orien-
tabile di genere g, allora ¢ - Area = 27(2 — 2g), percio ¢ > 0 se e solo se
g=0.

Ecco il senso profondo del teorema: K si pud cambiare quanto si vuole
punto per punto (schiacciando, gonfiando), ma 'integrale non cambia,
finché non si cambia il numero di manici. Una piccola gobba aggiunta
a una sfera ha un apice con K > 0 e un anello attorno con K < 0,
e la curvatura totale della gobba si compensa: l'integrale su tutta la
superficie resta 4.




52 6 Il teorema di Gauss—Bonnet

6.5 Esercizi

Un triangolo geodetico sulla sfera unitaria ha angoli 80°, 70°, 60°. Cal-
colarne Iarea. Calcolare anche 'area di un triangolo geodetico con tre
angoli di 90° sulla sfera unitaria e di uno con tre angoli di 100° sulla
sfera di raggio 2.

Esercizio 6.2: e S

Verificare che il parallelo # = 6, della sfera unitaria, percorso con ¢
crescente e con IV uscente, ha k, = cot f; (come usato nell’Esempio 6.5).

Esercizio 6.3: e S |

Nel toro, mostrare che [[._ KdA =dre [[._ KdA = —4r (usare
K dA = cosvdud).

L

Esercizio 6.4: ee S |

Dedurre dal Teorema 6.6 che nessuna superficie compatta di genere 1
ha K > 0 con K > 0 in almeno un punto, e che nessuna superficie
compatta ha K < 0 ovunque se € omeomorfa a una sfera.

Sia S una superficie con K < 0 ovunque. Mostrare che non esiste una
regione semplice (omeomorfa a un disco) il cui bordo sia formato da due
archi geodetici (biangolo).




A

Soluzioni degli esercizi

S

Sono date le soluzioni degli esercizi segnati con 2, in forma sintetica ma

completa nei passaggi chiave. Provate sempre prima da soli.

Capitolo 1
Es. 1.1. a(z) = (z,22): k = /(1 + f?)%? = 2/(1 + 42?)3/2. Nel vertice
k=2, raggio 1/2; T = (1,0), N = JT = (0,1), centro (0, 3).

Es. 1.2. |o/| = 2rsin(¢/2) su [0,27], quindi L = f% 2rsin(t/2) dt = 8r.
L’area sotto l'arco ¢ [ydx = fo% r?(1 — cost)?dt = rzf (1 —2cost +
cos?t)dt = r?(2m + ) = 3mr?.

Es. 1.3. k =abD 3?2 con D = a?sin’t + b2 cos®t = b? + (a® — b?)sin’t €
[b%,a?]. D & minimo (= b?) per t = 0, 7, dove k = a/b? (massimo), e massimo
(= a?) per t = £7/2, dove k = b/a? (minimo).

Es. 1.4. o = (1,sinht), |o/|| = cosht, quindi s = fot cosh = sinht. o’ =
(0,cosht), det(o/, ") = cosht, = cosht/cosh®t = 1/ cosh®t = 1/(1 + s2).
Es. 1.5. In notazione complessa a = e*** o' = (a4 1), o = (a + i)’
Allora [/ = V1 + a2 e edet(a/,a”) = Im(a/a”) = |/ |* Im(a+i) = |/ |?,
da cui k = 1/|a’||. La lunghezza & f_O V1+ a2e®dt = V1 + a?/a.

Es. 1.6. In complesso o = re?, o’ = (7' +ir)e'?, o” = (r"—r+2ir")e. Allora
det(a/, ") = Im|[(r" —ir)(r" —r +2ir")] = 27“’2 —r(r” —r) =12+ 272 — 1"
ela|? =+

53
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Es. 1.7. Se la normale in «(t) passa per p, allora « —p || N L o', quindi
(Joo = p|2) = 2(a — p,a’) = 0: |Ja — p| & costante.

Es. 1.8. 8/ =T+ (1/k))N+ N =T - 5N —T = —5N. Per y = 22
T = (1,2z)/w, N = (=2x,1)/w con w = V1 + 422, 1/k = w?/2. Quindi
B=(z,2%) + % (—22,1) = (z— (1 +42?), 22+ L +222) = (—4a®, 322 + 1).

Es. 1.9. Per r =1+ 2cosf: 7' = —2sinf, v’ = —2cosf, r2 + 22 —rr” =

9+6 0
9+6cosfer?+12=5+4cosf > 1. Dunque kds = J+beosh = (% +
5+ 4cosb
3/2 s 1z 2T de 27 27 T P
5+4/C0S9>d9 e, poiché fo Bricosd — V3516 — 3 [ kds = 3m+m = 4m: indice
2. Per ao = (cost,sintcost) si ha a(t + ) = ®(a(t)) con ®(z,y) = (—z,y)
(riflessione): la curvatura con segno cambia segno, k(t+m) = —k(t), e a pari
parametrizzazione | M ds = — foﬂ kds. Quindi I'indice ¢ 0.

Es. 1.10. Sia g levoluta e C; = f(s;), R, = 1/k(s;). Per 'Esercizio 1.8,
18]l = &’ /K2 (perché k” > 0), quindi |C,—C, | < fsSQHB’Hds = :2 K [K?ds =
Ry —Ry.Sep €Dy |[p—Cy < p—Co +1Co— Cy| < Ry+ Ry — Ry = Ry,

cioe p € D;.

Capitolo 2

Es. 2.1. T(s) = —T(—s), T'(s) = T'(—s ) = R(=s)N(=s): f(s) = r(—s)
B(—s) e B'(s) = B'(—s) =
) T(— ) Per la riflessione
1, — = MN, B = MT x MN =
det(M)M(T x N) = —MB; allora B’ = —MB’ = tMN = 7N, ciot ¥ = —1
(mentre £ = k).
Es. 2.2. o xa” = (6t2,—6t,2), |/ x o”|? = 4(1 + 9> + 9tY), /| = 1 +
482494 det(a/, ", ") = {(6t%,—6t,2),(0,0,6)) = 12. Quindi 7 = 12/(4(1+
912 4+ 9t*)) = 3/(1 + 9t2 + 9t*) e k = 2/1 4 9t2 + 9t4 /(1 + 42 + 9t*)3/2,

Es. 2.3. Con ¢ = cost, s = sint: o’ = e'(c — 8,5 + ¢,1), a” =
e'(—2s,2¢,1), a” = ef(—2s — 2¢,2¢ — 2s,1). |&/|? = 3€*; o/ x @’ =
e?'(s — ¢,—s — ¢,2) di norma al quadrato 6e*; det(a’,a”,a”) = 2e3.

Quindi x = v6e%/(3v3e3) = V2/(3et), 7 = 2e3/(6e*) = 1/(3e?),
7/k = 1/v/2. Inoltre cosp = T, = 1/V/3, ¢ ~ 54,7° (e cotp = 1//2, in
accordo con Lancret).
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Es. 2.4. o/ =T, 0" = kN, " = k'N + k(—kT + 7B); la formula di Taylor
in s =0 da (2.3). Proiezioni: sul piano osculatore (T', N): (s, 5s?), una para-
KT o3

bola; sul piano rettificante (T', B): (s, “gs”), una cubica con flesso; sul piano

normale (N, B): (552, %7s%), che soddisfa b* x n®: una cuspide.

Es. 2.5. Da |a—c|? = R?: (a—e¢,T) = 0. Derivando, 1+x{a—c, N) = 0, cioe
(a—c¢, N) = —1/k. Derivando ancora, (T', N)+(a—c,—xT+7B) = (—1/k)’,
cioé T{a—c, B) = —(1/k)’. Poiché (T, N, B) & ortonormale, R? = |a—c|? =

0+ (1/r)2 + ((1/r)' /7).

Capitolo 3

Es. 3.1. SuW = {22+4? >0} sia f=(p—R)2+2% p=22+y2
Vf=(2(p—R)x/p, 2(p— R)y/p, 22) si annulla solose p=Re z=0,eli
f =04 r2 1l toro & contenuto in W (perché p > R —r > 0), quindi 72 &
valore regolare.

Es. 3.2. Area = [[/1+4(2®>+y?)dzdy = 27TJ[;1p\/1—|—4p2d,0 =
1
Atap2) " T —
2 |4 ]O Z(5v5-1).

Es. 3.3. VEG — F? = Vu? 1 1, quindi Area = 27 [ vu? + 1du = 27 -
1V2+In(1+v2)] =r(vV2+In(1 + v2)) ~ 7,21

Es. 3.4. Posto D = 1+ u? +v* X = (2u/D, 2v/D, 1 —2/D), X, =
(2D — 4u?)/D?, —4uv/D?, 4u/D?), e analogamente X,. Allora D'E =
(2D — 4u?)? + 16u?v? 4+ 16u? = 4D? — 16u?(D — u® — v*> — 1) = 4D?, quindi
E = 4/D? elostesso per G; D*F = —4uv(2D—4u?)—4uv(2D—4v?)+16uv =
—4duv(4D — 4(u? +v?) —4) = 0. 1l fattore di scala delle lunghezze & 2/D, non
costante.

Es. 3.5. E =12 F =0, G = 2. Nel piano con coordinate polari (p, 1),
I = dp? + p2d¥?; con p = V2v, ¥ = u/v/2 diventa 2dv? + v?du?: stessi
E, G. L’applicazione (u,v) — (v/2v,u/v/2) & iniettiva per u € (0, 27), quindi
il criterio (Proposizione 3.10) da un’isometria fra il cono privato di una
generatrice e un settore del piano di angolo v/2 7.

Es. 3.6. dw/df = —1/sinf, quindi df = —sinfdw e [ = df? + sin® dp? =
sin® 0 (dw? + dp?). Nella carta (¢, w) la metrica & un multiplo scalare di



56 A Soluzioni degli esercizi

quella euclidea: gli angoli sono quelli euclidei. Una curva che taglia i meri-
diani (¢ = cost, rette verticali nella carta) con angolo costante ¢ dunque una
curva che taglia le verticali con angolo costante: una retta.

Capitolo 4

Es. 4.1. II = 2 cos? —sin® 0; per 6 = 60°: 2-%—% = —%. II = 0setan’ 6 = 2,

cioé = +arctanv/2 ~ £54,7° (e le direzioni opposte).

Es. 42. f, =2z, f, = 2y, foo = [y = 2, fo, = 0, W? = 14 4p?
(p? =22 +y?). K =4/(14+4p*)% > 0e H = 2(1+2p?)/(1+4p?)%/2.In (0,0):
K =4 (e H=2).

Es.43. f=uay: fo =y, f, =%, fou=Fpy =0, fo, =1: K =—1/W* con
W2 =1+224+y* H = —2xy/(2W3) = —xy/W3. H = 0 sugli assi coordinati
(xy = 0).

Es. 4.4. H?— K = {(k; + ky)?> — kyky = 1(k; — ky)? > 0, con uguaglianza

se e solo se ky = k. Se H=0: K = —1(k; — k) < 0.

Es. 45. X, = (cosuv,sinv,0), X, = (—usinv,ucosv,b); X, x X, =
(bsinv,—bcosv,u), N = (bsinv,—bcosv,u)/vu?+b%. X, = 0, X, =
(—sinv,cosv,0), X,, = (—ucosv,—usinv,0): £ = 0, m = —b/vVu?+ b2,
n=0.ConE=1F=0,G=u?>+b: K=-m?/G=-b/(u*+b%)?e
H = (En—2Fm+G/l)/(2EG) = 0.

Es. 4.6. N = (cosvcosu,cosvsinu,sinv); X, = —(R+rcosv)(cos u,sinu, 0),
X,» = rsinov(sinu, — cosu,0), X,,, = —r(cos v cos u, cos vsin u, sinv). Quindi
¢ = —(R+rcosv)cosv, m = 0, n = —r, e E = (R +rcosv)?, F = 0,
G =r% K =In/(EG) = cosv/(r(R+rcosv)). K > 0 per |v] < 7/2; 'area
& £2WL7Zf2 r(R + rcosv)dvdu = 2nr(wR + 2r).

Es. 4.7. f'=—¢ " g =Vl—e2: fP+g? = +1—-e* =1 Perlil
Teorema 4.9, K = —f"/f = —e /e ¥ = —1.

Es. 4.8. Sia p un punto di S a distanza massima R dall’origine (esiste, S
compatta). Per ogni curva a su S con a(0) = p la funzione ||a? ha un mas-
simo in 0: (o, a”) =0, quindip L T),S e N = £p/R; scegliamo N = p/R. Per
« parametrizzata per lunghezza d’arco, 0 > (|a]?)”/2 = (o/, /) + (o, ") =
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1+ Rk, cioé k, < —1/R in ogni direzione. Dunque ky,ky < —1/R < 0 e

Capitolo 5
Es.5.1. Con E=1,F=0,G =sin’6, (5.2) da T}, =T% =T, =T%, =0,
r2, = % = cot f, T'y, = —sinfcosf. Nell'equazione di Gauss: EK =
0—(cotf)y+0+0—0—cot’d = 5 —cot?h = 1.

sin” 0
Es. 5.2. Elicoide con b = 1: K = —1/(u? + 1)%; con v = sinhw, u? +
1 = cosh®w, K = —1/cosh® w. Catenoide: K = —1/cosh®v con v = w.

Coincidono.

Es. 5.3. Cona=+VE,b=+G, F=0:T} =a,/a, T? = —aa,/b? Tl, =
CLU/CL, ]'_‘%2 = bu/b’ F%Q = bv/b In (53)’ (12K = <_aav/b2)v_ (bu/b)u+ G«Zzu -

2 2
ac;)%b“ B Z—g. Sviluppando le derivate i termini con a2 /b? e b2 /b? si semplifi-

9 GGy, aa,b, b,, a,b, . oar/b, a,
cano e resta a*K = — 72 + 73 —T—i— i ,chee—g[(;>u+<?>v],

Poiché G,/VEG = 2b,/a e E,/VEG = 2a,/b, si ottiene la formula della
Proposizione 5.4.

Es.54. Cona=b=1/y (u=2,v=y): b, =0,a,/b=-1/y, (a,/b), =
1 1

1/y% K = ——b[O +1/y*] = —y* - = = —1. I simboli sono '}, = —1/y,
a y

2, =1/y, ', = —1/y, gli altri nulli; le equazioni sono z” — %:L“y’ =0e

Yy’ + %(iL'Q —1'?) = 0. Per x = cost, y = e’ valgono entrambe (y” —y'?/y =

el —et =0).

Es. 5.5. Per E = G = 1 le geodetiche soddisfano u” = v” = 0; con velocita
unitaria e dati iniziali (u’,v") = (cos8,sinfB): u = tcosf, v = tsinf. Un
giro completo (Au = 27) richiede t = 27/ cos 5 e innalza di Av = 27 tan .

Es. 5.6. Il cono si ottiene dal piano identificando i lati di un settore di
angolo v = 2w sin «; i suoi rivestimenti locali sono isometrici al piano, quindi
le geodetiche sono (immagini di) segmenti di retta. Una retta ¢ che non passa
per il vertice, vista nel rivestimento, copre un angolo totale 7 attorno al ver-
tice; se v < 7 essa passa su piu di un settore e dunque interseca la sua copia
ruotata di 4 in un punto ¢ # 0: sul cono ¢ passa due volte per la stessa
immagine di q.
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Capitolo 6

Es. 6.1. Area = > (3, — m sulla sfera unitaria: (80 + 70 + 60)° — 180° =
30° = m/6. Tre angoli retti: 7/2. Sulla sfera di raggio 2 con tre angoli di 100°:

eccesso = 300° — 180° = 21r/3 e Area = R? - 2T = &F.

Es. 6.2. Con ¢ = s/sinfy: a(s) = (sinf,cosp, sinfysinp, cosb,),
/ V4

o' = (—sinp,cosp,0), o’ = L_(cosg,sinp,0), N = a,e N x o =

sin 6

cos 6
(—cosfycosp, —cosbysing, sinfy). Quindi x, = (a”, N x a’) = — 90 =
sin 6,

cot 6.
COS v
Es. 6.3. KdA = —— (R + rcosv)dudv = cosvdudv. Su |v| <
r(R + rcosv)

w/2: 27 fj;//QZ cosvdv = 4m; su /2 < v < 31/2: —4x. Totale 0 = 27y.

Es. 6.4. Per g =1, [[KdA =0.Se K > 0 e K(p) > 0, per continuita
K > 0 in un intorno di p, quindi [f K dA > 0: assurdo. Per la sfera (g = 0)
I'integrale € 47 > 0, quindi non puo essere K < 0 ovunque.

Es. 6.5. Sia R un biangolo con vertici di angoli esterni 6,0, € (—m, ) (lati
geodetici: x, = 0). Gauss—Bonnet locale: ffR KdA+0,+0,=2m.Se K <0
allora 6, + 6, > 27, impossibile perché ; + 6, < 2.
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